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1Esercitazioni di Analisi Matematica T-B
Ingegneria Gestionale  Prof. A. Bonfiglioli
Integrali multipli
Esercizio 1. Ripassare le forme canoniche delle coniche nel piano:
 Parabola canonica: y = x2 (vertice nell'origine, concavità rivolta verso l'alto);
varianti: y =  x2 (vertice nell'origine, concavità rivolta verso il basso);
y   y0 = (x  x0)2 (traslazione di y = x2 con nuovo vertice in (x0; y0));
y   y0 =  (x  x0)2 (traslazione di y =  x2 con nuovo vertice in (x0; y0)).
 Circonferenza: circonferenza trigonometrica: x2 + y2 = 1 (centro nell'origine e raggio 1);
variante: (x  x0)2 + (y   y0)2 = r2 (centro in (x0; y0) e raggio r > 0).
 Ellisse canonica: x
2
a2
+
y2
b2
= 1 (centro nell'origine, semiassi: a > 0 lungo le ascisse e b > 0
lungo le ordinate);
variante:
(x  x0)2
a2
+
(y   y0)2
b2
= 1 (centro in (x0; y0), semiassi: a > 0 parallelamente all'asse
delle ascisse a partire da x0, e b > 0 parallelamente all'asse delle ordinate a partire da y0).
 Iperbole canonica: C1 : x
2
a2
  y
2
b2
= 1 (centro nell'origine, asintoti y =  b
a
x; non interseca
l'asse y; vertici in (a; 0));
oppure: C2 :  x
2
a2
+
y2
b2
= 1 (centro nell'origine, asintoti y =  b
a
x; non interseca l'asse x; vertici
in (0;b));
varianti:
(x  x0)2
a2
  (y   y0)
2
b2
= 1 (traslazione di C1 col nuovo centro in (x0; y0));
 (x  x0)
2
a2
+
(y   y0)2
b2
= 1 (traslazione di C2 col nuovo centro in (x0; y0)).
2Esercizio 2. Rappresentare gracamente i seguenti domini piani:1
1. D =
n
(x; y) 2 R2
 jxj  1; y   2 + x2; y  x+ 1o;
2. D =
n
(x; y) 2 R2
 y  1; x2 + (y   1)2  1; y  1  xo;
3. D =
n
(x; y) 2 R2
 y  x2; y   1 + 2x2o;
4. D =
n
(x; y) 2 R2
 x2 + y2  4; y  x
2
  1
o
;
5. D =
n
(x; y) 2 R2
 1  x2 + y2  4; x  0o;
6. D =
n
(x; y) 2 R2
 x2 + y2  3; y  xo;
7. D =
n
(x; y) 2 R2
 y  jxj; x   2; y   1; x2 + y2  9o;
8. D =
n
(x; y) 2 R2
 x2 + y2  2; y  x2; x   1o;
9. D =
n
(x; y) 2 R2
 x  0; y  px; y   1 + 2x2o;
10. D =
n
(x; y) 2 R2
 y  0; 1  x2 + y2  4o;
11. D =
n
(x; y) 2 R2
 y  1 + x
2
; y   8 + 2x2; x  2
o
;
12. D =
n
(x; y) 2 R2
 jxj  3; y   3; y  jxjo;
13. D =
n
(x; y) 2 R2
 x2
4
+
y2
9
 1; y 
p
3 
p
3x=2
o
;
14. D =
n
(x; y) 2 R2
 y  x=2; y + x  0; y   x+ 2  0o;
15. D =
n
(x; y) 2 R2
 x2   1  y  2o;
16. D =
n
(x; y) 2 R2
 y  1=x; x+ y  4; x  0o;
17. D =
n
(x; y) 2 R2
 x2 + y2  16; (x  4)2 + y2  4o;
18. D =
n
(x; y) 2 R2
 x2 + y2  25; (x  2)2
4
+ 4 y2  1
o
;
19. D =
n
(x; y) 2 R2
 x2 + y2  16; (x+ 3)2 + y2  4o;
20. D =
n
(x; y) 2 R2
 1  x2 + y2  9; y  0; x  y  0o;
21. D =
n
(x; y) 2 R2
 0  x; x  y; y  1o.
(Per le soluzioni, si vedano le Figure 13.)
1Si ricordi che, dato r > 0, la disequazione jxj  r è equivalente a  r  x  r; si ricordi inoltre che la disequazione
y  jxj può essere vista come il sotto-graco della funzione valore assoluto, mentre y  jxj può essere vista come il
relativo sovra-graco.
3Figura 1: Figure dell'Esercizio 2 (domini D da 1 a 9).
4Figura 2: Figure dell'Esercizio 2 (domini D da 10 a 18).
5Figura 3: Figure dell'Esercizio 2 (domini D da 19 a 21)
e gure dell'Esercizio 5 (domini Di da D1 a D6).
6Esercizio 3. Per ciascuno dei domini pianiD dell'Esercizio 2 e se f(x; y) denota una qualunque funzione
continua su D, scrivere ZZ
D
f(x; y) dxdy
come integrali iterati in una sola variabile (eventualmente usando coordinate polari) o come somma di
un numero nito di integrali siatti.
Soluzioni: Se non viene performato nessun cambiamento di variabile, scriveremo brevemente f in
luogo di f(x; y).
1. (y li:)
Z 1
 1
Z x+1
x2 2
f dy

dx
(x li:)
Z  1
 2
Z py+2
 py+2
f dx

dy +
Z 0
 1
Z 1
 1
f dx

dy +
Z 2
0
Z 1
y 1
f dx

dy
2. (y li:)
Z 0
 1
Z 1
1 p1 x2
f dy

dx+
Z 1=p2
0
Z 1 x
1 p1 x2
f dy

dx
(x li:)
Z p2 1p
2
0
Z +p1 (y 1)2
 
p
1 (y 1)2
f dx

dy +
Z 1
p
2 1p
2
Z 1 y
 
p
1 (y 1)2
f dx

dy
(coordinate polari:)
Z 1
0
Z 7=4

r  f(r cos ; 1 + r sin ) d

dr
3. (y li:)
Z 1
 1
Z x2
2x2 1
f dy

dx+
(x li:)
Z 0
 1
Z q y+1
2
 
q
y+1
2
f dx

dy +
Z 1
0
Z  py
 
q
y+1
2
f dx

dy +
Z 0
 1
Z q y+1
2
p
y
f dx

dy
4. (y li:)
Z  6=5
 2
Z p4 x2
 p4 x2
f dy

dx+
Z 2
 6=5
Z p4 x2
x=2 1
f dy

dx
(x li:)
Z 2
0
Z p4 y2
 
p
4 y2
f dx

dy +
Z 0
 8=5
Z 2y+1
 
p
4 y2
f dx

dy
5. (y li:)
Z 1
0
Z  p1 x2
 p4 x2
f dy

dx+
Z 2
1
Z p4 x2
 p4 x2
f dy

dx+
Z 1
0
Z p4 x2
p
1 x2
f dy

dx
(x li:)
Z  1
 2
Z p4 y2
0
f dx

dy +
Z 1
 1
Z p4 y2
p
1 y2
f dx

dy +
Z 2
1
Z p4 y2
0
f dx

dy
(coordinate polari:)
Z 2
1
Z +=2
 =2
r  f(r cos ; r sin ) d

dr
6. (y li:)
Z  p3=2
 p3
Z p3 x2
 p3 x2
f dy

dx+
Z p3=2
 
p
3=2
Z p3 x2
x
f dy

dx
(x li:)
Z p3=2
 
p
3=2
Z y
 
p
3 y2
f dx

dy +
Z p3
p
3=2
Z p3 y2
 
p
3 y2
f dx

dy
(coordinate polari:)
Z p3
0
Z 5=4
=4
r  f(r cos ; r sin ) d

dr
77. (y li:)
Z 0
 2
Z  x
 1
f dy

dx+
Z 3=p2
0
Z x
 1
f dy

dx+
+
Z 2p2
3=
p
2
Z p9 x2
 1
f dy

dx+
Z 3
2
p
2
Z p9 x2
 p9 x2
f dy

dx
(x li:)
Z 0
 1
Z p9 y2
 2
f dx

dy +
Z 2
0
Z  y
 2
f dx

dy +
Z 3=p2
0
Z p9 y2
y
f dx

dy
8. (y li:)
Z 1
 1
Z x2
 p2 x2
f dy

dx+
Z p2
1
Z p2 x2
 p2 x2
f dy

dx
(x li:)
Z  1
 p2
Z p2 y2
 
p
2 y2
f dx

dy +
Z 0
 1
Z p2 y2
 1
f dx

dy+
+
Z 1
0
Z  py
 1
f dx

dy +
Z 1
0
Z p2 y2
p
y
f dx

dy
9. (y li:)
Z 1
0
Z px
2x2 1
f dy

dx
(x li:)
Z 0
 1
Z q y+1
2
0
f dx

dy +
Z 1
0
Z q y+1
2
y2
f dx

dy
10. (y li:)
Z  1
 2
Z p4 x2
0
f dy

dx+
Z 1
 1
Z p4 x2
p
1 x2
f dy

dx+
Z 2
1
Z p4 x2
0
f dy

dx
(x li:)
Z 1
0
Z  p1 y2
 
p
4 y2
f dx

dy +
Z 2
1
Z p4 y2
p
1 y2
f dx

dy +
Z 2
1
Z p4 y2
 
p
4 y2
f dx

dy
(coordinate polari:)
Z 2
1
Z 
0
r  f(r cos ; r sin ) d

dr
11. (y li:)
Z 2
 2
Z 1+x=2
2x2 8
f dy

dx+
(x li:)
Z 0
 8
Z q y+8
2
 
q
y+8
2
f dx

dy +
Z 2
0
Z 2
2y 2
f dx

dy
12. (y li:)
Z 3
 3
Z jxj
 3
f dy

dx =
Z 0
 3
Z  x
 3
f dy

dx+
Z 3
0
Z x
0
f dy

dx
(x li:)
Z 0
 3
Z 3
 3
f dx

dy +
Z 3
0
Z  y
 3
f dx

dy +
Z 3
0
Z 3
y
f dx

dy
13. (y li:)
Z  1
 2
Z 3p1 x2=4
 3
p
1 x2=4
f dy

dx+
Z 2
 1
Z p3(1 x=2)
 3
p
1 x2=4
f dy

dx
(x li:)
Z 0
 3
Z 2p1 y2=9
 2
p
1 y2=9
f dx

dy +
Z 3p3=2
0
Z 2(1 y=p3)
 2
p
1 y2=9
f dx

dy
14. (y li:)
Z 1
0
Z x=2
 x
f dy

dx+
Z 4
1
Z x=2
x 2
f dy

dx
(x li:)
Z 0
 1
Z y+2
 y
f dx

dy +
Z 2
0
Z y+2
2y
f dx

dy
15. (y li:)
Z p3
 p3
Z 2
x2 1
f dy

dx
8(x li:)
Z 2
 1
Z py+1
 py+1
f dx

dy
16. (y li:)
Z 2+p3
2 p3
Z 4 x
1=x
f dy

dx
(x li:)
Z 1=(2 p3)
1=(2+
p
3)
Z 4 y
1=y
f dx

dy
17. (y li:)
Z 7=2
2
Z p4 (x 4)2
 
p
4 (x 4)2
f dy

dx+
Z 4
7=2
Z p16 x2
 p16 x2
f dy

dx
(x li:)
Z p15=2
 p15=2
Z p16 y2
4 
p
4 y2
f dx

dy
18. (y li:)
Z 0
 5
Z p25 x2
 p25 x2
f dy

dx+
Z 4
0
Z p25 x2q
1
4
  (x 2)2
16
f dy

dx+
+
Z 4
0
Z  q 1
4
  (x 2)2
16
 p25 x2
f dy

dx+
Z 5
4
Z p25 x2
 p25 x2
f dy

dx
(x li:) analogo
19. (y li:)
Z  4
 5
Z p4 (x+3)2
 
p
4 (x+3)2
f dy

dx+
Z  7=2
 4
Z p4 (x+3)2
p
16 x2
f dy

dx+
+
Z  7=2
 4
Z  p16 x2
 
p
4 (x+3)2
f dy

dx
(x li:)
Z p15=2
 p15=2
Z p16 y2
 3 
p
4 y2
f dx

dy
20. (y li:)
Z 1
1=
p
2
Z x
p
1 x2
f dy

dx+
Z 3=p2
1
Z x
0
f dy

dx+
Z 3
3=
p
2
Z p9 x2
0
f dy

dx
(x li:)
Z 1=p2
0
Z p9 y2
p
1 y2
f dx

dy +
Z 3=p2
1=
p
2
Z p9 y2
y
f dx

dy
(coordinate polari:)
Z 3
1
Z =4
0
r  f(r cos ; r sin ) d

dr
21. (y li:)
Z 1
0
Z 1
x
f dy

dx
(x li:)
Z 1
0
Z y
0
f dx

dy
9Esercizio 4. Calcolare l'integrale delle funzioni f(x; y) seguenti, sugli insiemi A a anco indicati,
mediante riduzione per li verticali e/o orizzontali o eventualmente con coordinate polari.
1. f(x; y) = x, A =

(x; y) : x2  y  4; x  0	;
2. f(x; y) = x+ 1, A =

f(x; y) : 2y2  x  y2 + 1	;
3. f(x; y) = 2, A =

(x; y) : 2x2 + y2  4; jyj  1	;
4. f(x; y) = 2, A =

(x; y) : 2x2  y  x2 + 1	;
5. f(x; y) = 1=(y + 4), A =

(x; y) : 0  y  4  x2	;
6. f(x; y) =
4x y2
5
p
x2 + y2
, A =

(x; y) : 16  x2 + y2  64; y  x; y   x=p3	;
7. f(x; y) = x, A =

(x; y) : x2 + y2  5; y  x2	;
8. f(x; y) = 1=(x+ y), A =

(x; y) : x2  2; y2  4; y  1	.
Soluzioni: Riportiamo solo qualche passaggio fondamentale, segnalando quale forma del teorema
di riduzione viene utilizzata (li orizzontali o li verticali). Per la rappresentazione dei relativi domini
A, si vedano le Figure 4, 5.
1. (li verticali:)
Z 2
0
x
Z 4
x2
dy

dx =
Z 2
0
x(4  x2) dx = 4:
2. (li orizzontali:)
Z 1
 1
Z y2+1
2y2
(x+ 1) dx

dy =
Z 1
 1
3
2
(1  y4) dy = 12=5:
3. 2
Z 1
 1
Z q 4 y2
2
 
q
4 y2
2
dx

dy =
4p
2
Z 1
 1
p
4  y2 dy =
"
2 arcsin(y=2) +
y
p
4  y2
2
#y=1
y= 1
=
=
p
8
3 (2 +
p
27) (li orizzontali).
4. (li verticali:) 2
Z 1
 1
Z x2+1
2x2
dy

dx = 2
Z 1
 1
(1  x2) dx = 8=3.
5. (li verticali:)
Z 2
 2
Z 4 x2
0
1
y + 4
dy

dx =
Z 2
 2

ln(8  x2)  ln 4

dx =
=  8p2 ln(p2  1)  8 (integrando per parti).
6. (coordinate polari:) 4
Z 8
4
Z 5
6
=4
r
18
5 cos  sin2  d

dr =
1  2p2
6
Z 8
4
r
18
5 dr.
7. Posto B = f(x; y) 2 R2 jx2 + y2  5g e
C = f(x; y) 2 R2 jx2  y 
p
5  x2; x 2 [ ; ]g;
ove  =
q
(
p
21  1)=2, si ha A = B n C, da cuiZZ
A
xdxdy =
ZZ
B
xdxdy  
ZZ
C
xdxdy = [   ] =  
Z 
 
x(
p
5  x2   x2) dx = 0:
Si poteva stabilire immediatamente che l'integrale cercato è nullo per la evidente x-disparità della
funzione integranda f(x; y) = x e, contemporaneamente, la x-simmetria del dominio A.
10
8. (li verticali:)
Z p2
 p2
Z 2
1
1
x+ y
dy

dx =
Z p2
 p2

ln(x+ 2)  ln(x+ 1)

dx =
=
h
(x+ 2) ln(x+ 2)  (x+ 1) ln(x+ 1)
ix=p2
x= p2
(integrando per parti).
Figura 4: Figure dell'Esercizio 4 (il dominio An si riferisce al dominio A dell'esercizio n-esimo; n =
1; : : : ; 4).
11
Figura 5: Figure dell'Esercizio 4 (il dominio An si riferisce al dominio A dell'esercizio n-esimo; n =
5; : : : ; 8).
Esercizio 5. Rappresentare gracamente i seguenti domini piani:
1. D1 =
n
(x; y) 2 R2
 4  x2 + y2  16; x  0; y  xo;
2. D2 =
n
(x; y) 2 R2
 4  x2 + y2  16o;
3. D3 =
n
(x; y) 2 R2
   16x  y  4x; 0  x  4o;
4. D4 =
n
(x; y) 2 R2
 x  0; y  j1 + xj; y  x2   8o;
5. D5 =
n
(x; y) 2 R2
 (x  1)2 + (y   1)2  1o;
6. D6 =
n
(x; y) 2 R2
 x2 + y2  1; x  0; y  0o [ n(x; y) 2 R2  x  0; y  0;  x+ y  1o;
12
7. D7 =
n
(x; y) 2 R2
 x2 + y2  1; x+ y  0o;
8. D8 =
n
(x; y) 2 R2
 x2
2
 y  x2; 1  x  2
o
;
9. D9 =
n
(x; y) 2 R2
 x2 + y2  1; x2 + y2  4; y  jxjo;
10. D10 =
n
(x; y) 2 R2
 x  0; 1  x2 + y2  4o;
11. D11 =
n
(x; y) 2 R2
 0  x; x  y; y  2o;
12. D12 =
n
(x; y) 2 R2
   y  x; x  y; 4  x2 + y2  16o;
13. D13 =
n
(x; y) 2 R2
 x2 + y2  16; y  x+ 4o;
14. D14 =
n
(x; y) 2 R2
 1  x2 + y2  25; y  x; y  0o;
15. D15 =
n
(x; y) 2 R2
 x2 + y2
9
 1; 3x  y  3
o
;
16. D16 =
n
(x; y) 2 R2
 x2 + y2
16
 25; x  0
o
;
17. D17 =
n
(x; y) 2 R2
 jxj  3; y   3; y  jxjo;
18. D18 =
n
(x; y) 2 R2
 0  x  1; 4x2   y2  1; y  0o;
19. D19 =
n
(x; y) 2 R2
 0  x  2; y  cos(x); y  1o;
20. D20 =
n
(x; y) 2 R2
 x2 + y2  25; y  x; x  0o;
21. D21 =
n
(x; y) 2 R2
 y  jxj; x2 + y2  4o.
(Per la rappresentazione dei domini Di, si vedano le Figure 37.)
Esercizio 6. Siano D1; : : : ; D21 i domini piani dell'Esercizio 5. Calcolare i seguenti integrali doppi
(usando eventualmente le coordinate polari, ove possibile):
1.
ZZ
D1
f(x; y) dxdy, ove f(x; y) = 2 xy e
3(x2+y2);
2.
ZZ
D2
f(x; y) dxdy, ove f(x; y) = x2
 
3 + 2x2 y

;
3.
ZZ
D3
f(x; y) dxdy, ove f(x; y) =
4x y5
16 + x8
;
4.
ZZ
D4
f(x; y) dxdy, ove f(x; y) = x;
5.
ZZ
D5
f(x; y) dxdy, ove f(x; y) = x;
13
Figura 6: Figure dell'Esercizio 5 (domini Di da D7 a D15).
14
Figura 7: Figure dell'Esercizio 5 (domini Di da D16 a D21).
6.
ZZ
D6
f(x; y) dxdy, ove f(x; y) = x2 oppure f(x; y) = y2 oppure f(x; y) = x  y;
7.
ZZ
D7
f(x; y) dxdy, ove f(x; y) = x2 + y2;
8.
ZZ
D8
f(x; y) dxdy, ove f(x; y) =
x
x2 + y2
;
9.
ZZ
D9
f(x; y) dxdy, ove f(x; y) = x2 y oppure f(x; y) = 1;
10.
ZZ
D10
f(x; y) dxdy, ove f(x; y) = x2 + y;
11.
ZZ
D11
f(x; y) dxdy, ove f(x; y) = x2 y;
12.
ZZ
D12
f(x; y) dxdy, ove f(x; y) = sin(x2 + y2);
13.
ZZ
D13
f(x; y) dxdy, ove f(x; y) = 2x;
14.
ZZ
D14
f(x; y) dxdy, ove f(x; y) =
x
1 + (6x2 + 6y2)
3
2
;
15
15.
ZZ
D15
f(x; y) dxdy, ove f(x; y) = x2 + 2 y3;
16.
ZZ
D16
f(x; y) dxdy, ove f(x; y) = 1;
17.
ZZ
D17
f(x; y) dxdy, ove f(x; y) = y2   3x;
18.
ZZ
D18
f(x; y) dxdy, ove f(x; y) =
y
y2 + 1
;
19.
ZZ
D19
f(x; y) dxdy, ove f(x; y) = x y;
20.
ZZ
D20
f(x; y) dxdy, ove f(x; y) = x ex
2+y2
p
x2 + y2;
21.
ZZ
D21
f(x; y) dxdy, ove f(x; y) =
x2
1 + x2 + y2
.
Soluzioni: Riportiamo solo qualche passaggio fondamentale, segnalando quale forma del teorema di
riduzione viene utilizzata (li orizzontali o li verticali o coordinate polari-ellittiche).
1. (coordinate polari:)
2
Z 4
2
Z =2
=4
r cos 
r sin 
e3r
2
r d

dr = 2
he3r2
6
ir=4
r=2

h
ln j sin j
i==2
==4
=
ln 2
6
(e48   e12):
2. (coordinate polari:)
Z 4
2
Z 2
0
r2 cos2 (3 + 2r3 cos2  sin ) r d

dr =
Z 4
2
3r3 dr = 180:
3. (li verticali:)
Z 4
0
Z 4x
 16x
4xy5
16 + x8
dy

dx =  c1
Z 4
0
x7
16 + x8
dx =  c2 ln(4097),
ove c1 = 11182080, c2 = 1397760.
4. (li verticali:)
Z 0
 (1+p29)=2
Z j1+xj
x2 8
x dy

dx =  29
p
29=24  115=8.
5. (coordinate polari:)
Z 1
0
Z 2
0
r(1 + r cos ) d

dr =
Z 1
0
2r dr = :
6. (li orizzontali:)
Z 1
0
Z p1 y2
y 1
x2 dx

dy = =16 + 1=12.
(li orizzontali:)
Z 1
0
Z p1 y2
y 1
y2 dx

dy = =16 + 1=12.
(li orizzontali:)
Z 1
0
Z p1 y2
y 1
(x  y) dx

dy =  1=3.
Il terzo integrale comporta il calcolo della primitiva di  y
p
1  y2, che è immediato. I primi due
integrali sono più dicili: si consiglia di spezzare D6 nell'unione di un triangolo (su cui procedere
per li orizzontali o verticali) e un quarto di disco: su quest'ultimo, usare le coordinate polari.
Ad esempio, il primo integrale è uguale aZ 1
0
Z 0
y 1
x2 dx

dy +
Z 1
0
Z =2
0
r3 cos2  d

dr = 1=12 + =16.
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7. (coordinate polari:)
Z 1
0
Z 3=4
 =4
r3 d

dr = =4.
8. (li verticali:)
Z 2
1
Z x2
x2=2
x
x2 + y2
dy

dx =
Z 2
1
(arctanx   arctan(x=2)) dx. Si ricordi che una
primitiva di arctanx si trova integrando per parti:
x arctanx  12 ln(1 + x2):
9. (coordinate polari:)
Z 2
1
Z 3=4
=4
r4 cos2  sin  d

dr = 31
p
2=30.
(coordinate polari:)
Z 2
1
Z 3=4
=4
r d

dr = 3=4.
10. (coordinate polari:)
Z 2
1
Z =2
 =2
r (r2 cos2  + r sin ) d

dr =
Z 2
1
 r3=2 dr = 15=8.
11. (li verticali:)
Z 2
0
Z 2
x
x2y dy

dx = 32=15.
12. (coordinate polari:)
Z 4
2
Z 3=4
=4
r sin(r2) d

dr = 2
Z 4
2
r sin(r2) dr =
= 2
h
  12 cos(r2)
ir=4
r=2
= =4(cos 4  cos 16).
13. Si spezzi il dominio nel triangolo i vertici (0; 4), ( 4; 0), (0; 0) (su cui usiamo li verticali) e sul
restante dominio a simmetria radiale (su cui usiamo coordinate polari):Z 0
 4
Z x+4
0
2x dy

dx+
Z 4
0
Z =2
 
2 r2 cos 

dr =  64=3 + 128=3 = 64=3:
14. (coordinate polari:)
Z 5
1
Z 
=4
r2 cos 
1 + (6 r2)3=2
d

dr =  
p
2
2
Z 5
1
r2
1 + 6
p
6 r3
dr = :::
15. Si spezzi il dominio nel triangolo i vertici (1; 0), (0; 3), (0; 0) (su cui usiamo li verticali) e sul
restante dominio a simmetria ellittica (su cui usiamo coordinate polari-ellittiche):Z 1
0
Z 0
3x 3
(x2 + 2y3) dy

dx+
Z 1
0
Z 3=2
0
(r2 cos2  + 2  33r3 sin3 ) 3r d

dr =Z 1
0
(108r4 + 9 r3=4)dr = 9=16 + 108=5.
16. Essendo l'area di un'ellisse di semiaperture a; b uguale a  ab, l'integrale cercato è uguale a
1
2  5  20 = 50. Ed infatti, usando le coordinate polari-ellittiche(
x = 5 r cos 
y = 20 r sin 
r 2 [0; 1];  2 [0; 2];
si ha
Z 1
0
Z =2
 =2
5  20 r d

dr = 50:
17. (li verticali:)
Z 0
 3
Z  x
 3
(y2 3x) dy

dx+
Z 3
0
Z x
 3
(y2 3x) dy

dx = 405=4 135=4 = 135=2.
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18. (li orizzontali:)
Z p3
0
Z 1q
y2+1
4
y
y2 + 1
dx

dy =
Z p3
0

y
y2 + 1
  12
yp
y2 + 1

dy =
"
1
2 ln(y
2 + 1)  12
p
y2 + 1
#y=p3
y=0
= ln 2  1=2.
19. (li verticali:)
Z 2
0
Z 1
cosx
xy dy

dx = 12
Z 2
0
x(1  cos2 x) dx =
= 12
Z 2
0
x sin2 xdx = 12
Z 2
0
x
1  cos(2x)
2
dx = 2=2.
Nella seconda uguaglianza abbiamo applicato l'identità fondamentale della trigonometria, nella
terza abbiamo usato la formula di abbassamento di grado, nella quarta si è integrato per parti.
20. (coordinate polari:)
Z 5
0
Z 3=2
5=4
r cos  er
2
r2 d

dr =
Z 3=2
5=4
cos  d 
Z 5
0
r2 er
2
r dr = (
p
2
2   1) 
1
2
 
r2er
2r=5
r=0
 
Z 5
0
2r er
2
dr
!
= (
p
2
4   12)
"
r2er
2   er2
#r=5
r=0
=
(
p
2  2)(24e25   1)
4
.
Si osservi l'integrazione per parti nella seconda uguaglianza (con la positura f(r) = r2, g0(r) =
r er
2
da cui g(r) = 12 e
r2).
21. (coordinate polari:)Z 2
0
Z =4
 5=4
r2 cos2 
1 + r2
r d

dr =
Z =4
 5=4
cos2  d 
Z 2
0
r3
1 + r2
dr = (3=4 + 1=2)  (2   12 ln 5).
L'integrale in  si ottiene mediante la formula di bisezione; quello in r si ottiene dividendo
numeratore e denominatore:
r3
1 + r2
= r   r
1 + r2
e poi mediante integrazione immediata (una primitiva è r2=2  12 ln(1 + r2)).
22. (li verticali:)
Z 1
 1
Z p2 x2
0
dy

dx =
Z 1
 1
p
2  x2 dx = (sostituzione x = p2 sin t)Z =4
 =4
cos2 tdt = =2 + 1 (abbassamento di grado).
Si noti che l'integrazione mediante coordinate polari non è conveniente poiché la porzione rettili-
nea del bordo di D22 non è del tipo = costante, né r = costante.
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Esercizio 7. Rappresentare gracamente i seguenti domini V in R3 e di ciascuno di essi trovare il volume
(si raccomanda di utilizzare, ove possibile, opportune coordinate cilindriche  o, il che è equivalente,
dopo aver ridotto l'integrale triplo in integrali iterati di tipo due/uno o uno/due, utilizzare coordinate
polari piane nell'integrale di tipo due):
1. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 0  z  2 + x2 + y2; z2  x2 + y2; x2 + y2  1o;
2. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 z2 + 1  x2 + y2;  1  z  3  (x2 + y2)o;
3. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 z2 + 1  x2 + y2;  4  z  3  (x2 + y2)o;
4. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 z2 + 1  x2 + y2; 0  z  3  (x2 + y2)o;
5. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 z  1 + x2 + y2; x2 + y2 + z2  5; z   1  (x2 + y2)o;
6. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 x2 + y2 + z2  2; z2  x2 + y2o;
7. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 x2 + y2 + z2  2; z px2 + y2o;
8. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 x2 + y2 + z2  2; z2  x2 + y2; z  0o;
9. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 x2 + y2 + z2  2; z2  x2 + y2o;
10. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 x2 + y2
4
+
z2
9
 1; jyj  1
o
;
11. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 x2 + y2
4
+
z2
9
 1; jzj  1
o
;
12. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 y2 + z2  1; jxj  2; x2 + y2 + z2  1o;
13. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 y2 + z2  1;  1  x  1o;
14. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 x2 + y2 + z2  2; x2 + y2  1o;
15. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 z  x2 + y2; 1  z   2 + 3px2 + y2o;
16. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 z  x2 + y2; z   2 + 3px2 + y2;  1  z  1o;
17. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 z  x2 + y2; z  2  (x2 + y2)o;
18. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 1  x2 + y2 + z2  2o;
19. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 1  x2 + y2 + z2  2; z  1o;
20. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 z  1 px2 + y2; x2
4
+
y2
4
+ z2  1; z  0
o
;
21. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 z  1 px2 + y2; x2
4
+
y2
4
+ z2  1; 0  z  1=2
o
;
22. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 z2 + 1  x2 + y2; z rx2 + y2
2
; z   1
o
;
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23. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 z2 + 1  x2 + y2; z rx2 + y2
2
; z   4
o
;
24. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 z2 + 1  x2 + y2; z rx2 + y2
2
; z  0
o
;
25. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 z px2 + y2; 0  z  1; x2 + y2  4o.
Soluzioni: Per la rappresentazione graca dei domini, si vedano le Figure 815. Le formule per i
volumi sono date di seguito: riportiamo solo i passaggi principali. Denotiamo con 12(V ) la proiezione
sul piano xy del dominio V : più precisamente si pone
12(V ) =

(x; y) 2 R2 9 z 2 R : (x; y; z) 2 V 	:
Analogamente, denoteremo con Vz lo strato di V a quota z: più precisamente si pone
Vz =

(x; y) 2 R2  (x; y; z) 2 V 	:
Le notazioni 23(V ), Vx ecc... sono analoghe. Descriveremo poi brevemente questi insiemi con le
disuguaglianze che li caratterizzano, omettendo sistematicamente di scrivere (x; y) 2 R2 .
1. (li:) vol(V ) =
Z
12(V )
Z 2+x2+y2
p
x2+y2
dz

dxdy ove D := 12(V ) =

x2 + y2  1	. Ne segue
vol(V ) =
Z
D
 
2 + x2 + y2  
p
x2 + y2

dxdy =
Z 2
0
Z 1
0
(2 + r2   r) r dr

d = 11=6 (avendo
integrato mediante coordinate polari).
2. (z-strati:) vol(V ) =
Z 1
 1
Z
V 0z
dxdy

dz +
Z 3
1
Z
V 00z
dx dy

dz ove V 0z =

x2 + y2  z2 + 1	,
V 00z =

x2 + y2  3  z	. Ne segue vol(V ) = Z 1
 1
area(V 0z ) dz +
Z 3
1
area(V 00z ) dz =Z 1
 1
 (z2 + 1) dz +
Z 3
1
 (3  z) dz = :::
3. (z-strati:) come sopra:
Z 1
 4
 (z2 + 1) dz +
Z 3
1
 (3  z) dz = :::
4. (z-strati:) come sopra:
Z 1
0
 (z2 + 1) dz +
Z 3
1
 (3  z) dz = :::
5. Vista la simmetria della gura, per calcolare il volume di V possiamo moltiplicare per 2 il volume
della porzione di V contenuta nel semispazio z  0:
(z-strati:) vol(V ) = 2
Z 1
0
Z
V 0z
dx dy

dz + 2
Z 2
1
Z
V 00z
dxdy

dz ove V 0z =

x2 + y2  5  z2	,
V 00z =

z   1  x2 + y2  5   z2	. Ne segue vol(V ) = 2 Z 1
0
area(V 0z ) dz + 2
Z 2
1
area(V 00z ) dz =
2
Z 1
0
(5  z2) dz + 2
Z 2
1
((5  z2)  (z   1)2) dz = 28=3 + 14=3 = 14.
6. (z-strati:) vol(V ) =
Z 1
 1
Z
Vz
dxdy

dz, ove Vz =

z2  x2 + y2  2  z2	. Ne segue vol(V ) =Z 1
 1
area(Vz) dz =
Z 1
 1
(2  z2   z2) dz = 8=3.
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7. (li:) vol(V ) =
Z
12(V )
Z p2 (x2+y2)
p
x2+y2
dz

dx dy ove D := 12(V ) =

x2 + y2  1	. Ne segue
vol(V ) =
Z
D
 p
2  (x2 + y2) 
p
x2 + y2

dxdy =
=
Z 2
0
Z 1
0
(
p
2  r2   r) r dr

d = 4(
p
2  1)=3 (mediante coordinate polari).
8. Vedi sopra.
9. Vista la simmetria della gura, per calcolare il volume di V possiamo moltiplicare per 2 il volume
della porzione di V contenuta nel semispazio z  0. Procedendo poi come sopra, si ottiene
vol(V ) = 8(
p
2  1)=3.
10. (li:) vol(V ) =
Z
12(V )
Z 3p1 (x2+y2=4)
 3
p
1 (x2+y2=4)
dz

dxdy oveD := 12(V ) =

x2+y2=4  1; jyj  1	.
Ne segue vol(V ) =
Z
D
6
p
1  (x2 + y2=4)dx dy =
6
Z 1
 1
Z p1 y2=4
 
p
1 y2=4
p
1  (x2 + y2=4)dx

dy = 3
Z 1
 1
(1  y2=4) dy = 11=2
(avendo integrato mediante li orizzontali nel piano xy).
Qui abbiamo usato (con h =
p
1  y2=4) l'integraleZ h
 h
p
h2   x2 dx = h2=2 (sostituzione x = h sin t):
11. (z-strati:) vol(V ) =
Z 1
 1
Z
Vz
dx dy

dz ove Vz =

x2+y2=4  1 z2=9	. Si noti che Vz è l'ellisse
di semiaperture a =
p
1  z2=9, b = 2p1  z2=9. Dalla nota formula dell'area dell'ellisse  ab,
segue vol(V ) =
Z 1
 1
area(Vz) dz = 2
Z 1
 1
(1  z2=9) dz = 104=27.
12. (li:) Vista la simmetria della gura, per calcolare il volume di V possiamo moltiplicare per 2 il
volume della porzione di V contenuta nel semispazio x  0.
Si ha dunque vol(V ) = 2
Z
23(V )
Z 2
p
1 (y2+z2)
dx

dy dz ove D := 23(V ) =

y2 + z2  1	.
Ne segue vol(V ) = 2
Z
D
 
2 
p
1  (y2 + z2)dy dz = 2 Z 2
0
Z 1
0
(2 
p
1  r2)r dr

d = 8=3
(avendo integrato mediante coordinate polari).
Si poteva ottenere il volume anche sottraendo il volume della sfera di raggio 1 dal volume del
cilindro circolare retto di altezza 4 e raggio di base 1: 4   4=3 = 8=3.
13. (li:) vol(V ) =
Z
23(V )
Z 1
 1
dx

dy dz ove D := 23(V ) =

y2 + z2  1	.
Ne segue vol(V ) =
Z
D
2 dy dz = 2 area(D) = 2. Si riconosce il volume del cilindro circolare
retto di altezza 2 e raggio di base 1.
14. (z-strati:) vol(V ) =
Z 1
 1
Z
Vz
dxdy

dz ove Vz =

1  x2 + y2  2   z2	. Ne segue vol(V ) =Z 1
 1
area(Vz) dz =
Z 1
 1
(2  z2   1) dz = 4=3.
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15. (li:) vol(V ) =
Z
12(V )
Z x2+y2
 2+3
p
x2+y2
dz

dxdy ove D := 12(V ) =

x2 + y2  1	. Ne segue
vol(V ) =
Z
D
 
x2 + y2 + 2   3
p
x2 + y2

dx dy =
Z 2
0
Z 1
0
(r2 + 2   3 r)r dr

d = =2 (avendo
integrato mediante coordinate polari).
16. (z-strati:) vol(V ) =
Z 0
 1
Z
V 0z
dx dy

dz+
Z 1
0
Z
V 00z
dx dy

dz ove V 0z =

x2+y2  (z+2)2=9	,
V 00z =

z  x2 + y2  (z + 2)2=9	. Ne segue vol(V ) = Z 0
 1
area(V 0z ) dz +
Z 1
0
area(V 00z ) dz =Z 0
 1

(z + 2)2
9
dz +
Z 1
0


(z + 2)2
9
  z

dz = 7=27 + (38   27)=54.
17. (li:) vol(V ) =
Z
12(V )
Z 2 x2 y2
x2+y2
dz

dxdy ove D := 12(V ) =

x2 + y2  1	. Ne segue
vol(V ) =
Z
D
 
2  2(x2 + y2)dxdy = Z 2
0
Z 1
0
(2  2 r2)r dr

d =  (coordinate polari).
18. Vista la simmetria della gura, per calcolare il volume di V possiamo moltiplicare per 2 il volume
della porzione di V contenuta nel semispazio z  0. Si ha dunque (z-strati:)
vol(V ) =
Z 1
0
Z
V 0z
dxdy

dz +
Z p2
1
Z
V 00z
dxdy

dz
ove V 0z =

1  z2  x2 + y2  2  z2	, V 00z = x2 + y2  2  z2	.
Ne segue vol(V ) = 2
Z 1
0
area(V 0z ) dz + 2
Z p2
1
area(V 00z ) dz = 2
Z 1
0
(2   z2   (1   z2)) dz +
2
Z p2
1
(2  z2) dz = 2 + (8
p
2  10)=3 = 4=3(2
p
2  1).
Si poteva ottenere il volume anche sottraendo il volume della sfera di raggio 1 dal volume della
della sfera di raggio
p
2: 4(
p
2)3=3  4=3 = 4=3(2p2  1).
19. (z-strati:) vol(V ) =
Z  1
 p2
Z
V 0z
dx dy

dz +
Z 1
 1
Z
V 00z
dx dy

dz ove V 0z =

x2 + y2  2   z2	,
V 00z =

1   z2  x2 + y2  2   z2	. Ne segue vol(V ) = Z  1
 p2
area(V 0z ) dz +
Z 1
 1
area(V 00z ) dz =Z  1
 p2
(2  z2) dz +
Z 1
 1
(2  z2   (1  z2)) dz+ = (4
p
2  5)=3 + 2.
20. (z-strati:) vol(V ) =
Z 1
0
Z
Vz
dx dy

dz ove Vz =

(1   z)2  x2 + y2  4(1   z2)	. Ne segue
vol(V ) =
Z 1
0
area(Vz) dz =
Z 1
0
(4(1  z2)  (1  z)2) dz = 7=3.
21. (z-strati:) vol(V ) =
Z 1=2
0
Z
Vz
dxdy

dz ove Vz =

(1  z)2  x2 + y2  4(1  z2)	. Ne segue
vol(V ) =
Z 1=2
0
area(Vz) dz =
Z 1=2
0
(4(1  z2)  (1  z)2) dz = 37=24.
22. (z-strati:) vol(V ) =
Z 0
 1
Z
V 0z
dxdy

dz +
Z 1
0
Z
V 00z
dx dy

dz ove V 0z =

x2 + y2  z2 + 1	,
V 00z =

2 z2  x2 + y2  z2 + 1	. Ne segue vol(V ) = Z 0
 1
area(V 0z ) dz +
Z 1
0
area(V 00z ) dz =Z 0
 1
(1 + z2) dz +
Z 1
0
(1 + z2   2 z2) dz = 4=3 + 2=3 = 2.
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23. (z-strati:) vol(V ) =
Z 0
 4
Z
V 0z
dxdy

dz +
Z 1
0
Z
V 00z
dxdy

dz
ove V 0z =

x2 + y2  z2 + 1	, V 00z = 2 z2  x2 + y2  z2 + 1	.
Ne segue vol(V ) =
Z 0
 4
area(V 0z ) dz+
Z 1
0
area(V 00z ) dz =
Z 0
 4
(1+z2) dz+
Z 1
0
(1+z2 2 z2) dz =
76=3 + 2=3 = 26.
24. (z-strati:) vol(V ) =
Z 1
0
Z
Vz
dxdy

dz ove Vz =

2 z2  x2 + y2  z2 + 1	.
Ne segue vol(V ) =
Z 1
0
area(Vz) dz =
Z 1
0
(1 + z2   2 z2) dz = 2=3.
25. (z-strati:) vol(V ) =
Z 1
0
Z
Vz
dxdy

dz ove Vz =

z2  x2 + y2  4	.
Ne segue vol(V ) =
Z 1
0
area(Vz) dz =
Z 1
0
(4  z2) dz = 11=3.
Esercizio 8. Rappresentare gracamente i seguenti domini in R3:
1. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 x2 + y2
25
  9  z 
r
x2 +
y2
25
o
;
2. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 x2
25
+ y2 + 16 z2  1; z  x
2
25
+ y2
o
;
3. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 rx2
36
+
y2
4
 z  4  x
2
36
  y
2
4
; z  1
o
;
4. V =
n
(x; y; z) 2 R3
   2  z  x2 + y2; z  3  2 (x2 + y2)o;
5. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 x2 + y2  16; z  16  (x2 + y2); z   9o;
6. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 x2
49
+ y2 + z2  4; z   
r
x2
49
+ y2
o
;
7. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 x2 + y2  36; 0  z  3 + x2 + y2o;
8. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 x2 + y2
36
+ z2  9; z 
r
x2 +
y2
36
o
;
9. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 x2 + y2 + z2  9; z  x2 + y2o;
10. V =
n
(x; y; z) 2 R3
   2  z  x2 + y2; z  3  2(x2 + y2)o;
11. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 px2 + y2  z  7  x2   y2; z  1=p7o;
12. V =
n
(x; y; z) 2 R3
 x2 + y2
9
+ z2  4; z  2 
r
x2 +
y2
9
o
.
(Per la rappresentazione dei domini V , si vedano le Figure 1619.)
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Esercizio 9. Per ciascuno dei domini spaziali V dell'esercizio 8 e se f(x; y; z) denota una qualunque
funzione continua su V , scrivere
ZZZ
V
f(x; y; z) dxdy dz come integrali iterati in una/due variabili o
due/una variabili o come somma di un numero nito di integrali siatti.
Soluzioni: Scriveremo brevemente f in luogo di f(x; y; z).
1. (li:)
Z
12(V )
Z px2+y2=25
x2+y2=25 9
f dz

dxdy ove 12(V ) =

x2 + y2=25  9 + 1=2 +p37=2	.
2. (li:)
Z
12(V )
Z 1
4
p
1 (x2=25+y2)
x2=25+y2
f dz

dxdy ove 12(V ) =

x2=25 + y2  (p65  1)=32	.
3. (z-strati:)
Z (p17 1)=2
1
Z
V 0z
f dx dy

dz +
Z 4
(
p
17 1)=2
Z
V 00z
f dx dy

dz
ove si ha V 0z =

x2=36 + y2=4  z2	, V 00z = x2=36 + y2=4  4  z	.
4. (z-strati:)
Z 0
 2
Z
V 0z
f dx dy

dz +
Z 1
0
Z
V 00z
f dxdy

dz
ove V 0z =

x2 + y2  (3  z)=2	, V 00z = z  x2 + y2  (3  z)=2	.
5. (li:)
Z
12(V )
Z 16 x2 y2
 9
f dz

dxdy ove 12(V ) =

x2 + y2  16	.
6. (z-strati:)
Z 0
 p2
Z
V 0z
f dxdy

dz +
Z 2
0
Z
V 00z
f dx dy

dz
ove V 0z =

z2  x2=49 + y2  4  z2	, V 00z = x2 + y2  4  z2	.
7. (li:)
Z
12(V )
Z 3+x2+y2
0
f dz

dxdy ove 12(V ) =

x2 + y2  36	.
8. (li:)
Z
12(V )
Z p9 x2 y2=36
p
x2+y2=36
f dz

dxdy ove 12(V ) =

x2 + y2  9=2	.
9. (z-strati:)
Z 0
 3
Z
V 0z
f dx dy

dz +
Z (p37 1)=2
0
Z
V 00z
f dx dy

dz
ove V 0z =

x2 + y2  9  z2	, V 00z = z  x2 + y2  9  z2	.
10. (z-strati:)
Z 0
 2
Z
V 0z
f dx dy

dz +
Z 1
0
Z
V 00z
f dxdy

dz
ove V 0z =

x2 + y2  (3  z)=2	, V 00z = z  x2 + y2  (3  z)=2	.
11. (z-strati:)
Z (p29 1)=2
1=
p
7
Z
V 0z
f dx dy

dz +
Z 7
(
p
29 1)=2
Z
V 00z
f dx dy

dz
ove risulta V 0z =

x2 + y2  z2	, V 00z = x2 + y2  7  z	.
12. (li:)
Z
12(V )
Z 2 px2+y2=9
 
p
4 x2 y2=9
f dz

dx dy ove 12(V ) =

x2 + y2=9  4	.
24
Esercizio 10. Calcolare l'integrale delle funzioni F (x; y; z) seguenti, sugli insiemi A indicati.
1. F (x; y; z) = 2, A =

(x; y; z) 2 R3 j 2x 
p
4z2 + 3y2  x+ 1; x   1=2	;
2. F (x; y; z) = z, A =

(x; y; z) 2 R3 j
p
x2 + 3y2  z  4  (x2 + 3y2)	;
3. F (x; y; z) = z, A =

(x; y; z) 2 R3 j 5x2 + 3y2  z  4
p
5x2 + 3y2; z  1	;
4. F (x; y; z) = z, A =

(x; y; z) 2 R3 j 2(2x2 + 3y2)  1  z2  2x2 + 3y2	;
5. F (x; y; z) = z, A =

(x; y; z) 2 R3 j 4x2 + 3y2 + z2  4; 4x2 + 3y2  z2 + 1	;
6. F (x; y; z) = 2x+ 3, A =

(x; y; z) 2 R3 j x  1  4y2 + 3z2  x=2	;
7. F (x; y; z) = 2, A =

(x; y; z) 2 R3 j 1  x  4; y2 + 3z2  2x	;
8. F (x; y; z) = 2, A =

(x; y; z) 2 R3 j   3 +px2 + 4z2  3y  1	;
9. F (x; y; z) = 2, A =

(x; y; z) 2 R3 j x2 + 3y2  z2 + 1;  1  z  3	;
10. F (x; y; z) = 2, A =

(x; y; z) 2 R3 j   1  x  2y2 + z2  3	;
11. F (x; y; z) = 1, A =

(x; y; z) 2 R3 j z  x2 + y2; x+ y + z  1	;
12. F (x; y; z) = 1, A =

(x; y; z) 2 R3 j   1  z  3 + x+ y; x2 + y2  1	.
Soluzioni: Si utilizzano le notazioni nella soluzione dell'Esercizio 7.
1. (x-strati:)
Z 0
 1=2
Z
V 0x
dy dz

dx +
Z 1
0
Z
V 00x
dy dz

dx ove V 0z =

4z2 + 3y2  (x + 1)2	,
V 00z =

4x2  4z2 + 3y2  (x + 1)2	. Ne segue 2Z 0
 1=2
area(V 0z ) dz + 2
Z 1
0
area(V 00z ) dz =
2
Z 0
 1=2

(x+ 1)2
2
p
3
dz + 2
Z 1
0


(x+ 1)2
2
p
3
  4x
2
2
p
3

dz =
p
3
31
24
.
2. (li:)
Z
12(V )
Z 4 x2 3y2
p
x2+3y2
z dz

dxdy ove D := 12(V ) =

x2 + 3y2  (p17  1)2=4	. Ne segue
= 12
Z
D
 
(4  x2   3y2)2   (x2 + 3y2)dxdy. Coordinate polari-ellittiche
(
x =
p
17 1
2 r cos 
y =
p
17 1
2
p
3
r sin 
r 2 [0; 1];  2 [0; 2]:
3. (z-strati:)
Z 4
1
Z
Vz
z dx dy

dz ove Vz =

z2=16  5x2 + 3y2  z	.
Ne segue
Z 4
1
z  area(Vz) dz = p
15
Z 4
1
z

z   z
2
16

dz =  363
p
15=320.
4. (z-strati:)
Z 1
 1
Z
Vz
z dxdy

dz ove Vz =

z2  2x2 + 3y2  (z2 + 1)=2	.
Ne segue
Z 1
 1
z  area(Vz) dz = 
Z 1
 1
z

z2 + 1
2
p
6
  z
2
p
6

dz = 0, essendo la funzione integranda
dispari e, contemporaneamente, l'intervallo di integrazione simmetrico rispetto all'origine. Si
poteva dedurre n dall'inizio che l'integrale è nullo poiché l'integranda f(x; y; z) = z è dispari in
z mentre il dominio V ha una evidente simmetria in z (ossia è simmetrico rispetto al piano xy).
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5. Ragionando come sopra, si può dedurre immediatamente che l'integrale è zero. Dimostriamo
questo anche mediante i calcoli espliciti.
(z-strati:)
Z  p3=2
 2
Z
V 0z
z dxdy

dz +
Z p3=2
 
p
3=2
Z
V 00z
z dxdy

dz +
Z 2
p
3=2
Z
V 000z
z dxdy

dz
ove V 0z = V 000z =

4x2 + 3y2  4  z2	, V 00z = 4x2 + 3y2  z2 + 1	. Ne segueZ  p3=2
 2
z  area(V 0z ) dz +
Z p3=2
 
p
3=2
z  area(V 00z ) dz +
Z 2
p
3=2
z  area(V 000z ) dz
=
p
12
Z  p3=2
 2
z (4  z2) dz + p
12
Z p3=2
 
p
3=2
z (z2 + 1)dz +
p
12
Z 2
p
3=2
z (4  z2) dz:
La somma di questi integrali è nulla poiché l'integrale centrale è nullo (integranda dispari su
intervallo simmetrico) mentre il primo ed il terzo integrale sono numeri opposti tra loro.
6. (li:)
Z
23(V )
Z 1+4y2+3z2
2(4y2+3z2)
(2x + 3) dx

dy dz ove D := 23(V ) =

4y2 + 3z2  1	. Ne segueZ
D
 
(1+4y2+3z2)2+3(1+4y2+3z2) 4(4y2+3z2)2 6(4y2+3z2)dxdy. L'integrale può essere
calcolato mediante coordinate polari-ellittiche.2
7. (x-strati:)
Z 4
1
Z
Vx
2 dy dz

dx ove Vx =

y2 + 3z2  2x	.
Ne segue 2
Z 1
0
area(Vx) dx =
4p
3
Z 1
0
x dx =
2p
3
.
8. (y-strati:)
Z 1=3
 3
Z
Vy
dxdz

dy ove Vy =

x2 + 4z2  (3y + 3)2	. Ne segue
2
Z 1=3
 3
area(Vy) dy = 
Z 1=3
 3
(3y + 3)2 dz = 280=9.
9. (z-strati:)
Z 3
 1
Z
Vz
2 dx dy

dz ove Vz =

x2 + 3y2  z2 + 1	.
Ne segue 2
Z 3
 1
area(Vz) dz = 2
Z 3
 1
p
3
(z2 + 1) dz =
80
3
p
3
.
10. (li:)
Z
23(V )
Z 2y2+z2
 1
2 dx

dy dz ove D := 23(V ) =

2y2 + z2  3	. Ne segue 2Z
D
 
2y2 +
z2 + 1

dy dz =
Z 2
0
Z 1
0
(r2 + 1)
3p
2
r dr

d =
9
2
p
2
, avendo usato coordinate polari-ellitiche.3
11. (li:)
Z
12(V )
Z 1 x y
x2+y2
dz

dxdy. Non è semplice trovare la forma esplicita di 12(V ).
12. (li:)
Z
12(V )
Z 3+x+y
 1
dz

dxdy ove D := 12(V ) =

x2 + y2  1	.
Ne segue quindi
Z
D
 
4 + x+ y

dxdy =
Z 2
0
Z 1
0
(4 + r cos  + r sin )r dr

d = 4.
2Precisamente:
(
y = 1
2
r cos 
z = 1p
3
r sin 
r 2 [0; 1];  2 [0; 2]:
3Precisamente:
8<: y =
q
3
2
r cos 
z =
p
3 r sin 
r 2 [0; 1];  2 [0; 2]:
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Figure solide:
Figura 8: Figure dell'Esercizio 7 (domini V da 1 a 3).
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Figura 9: Figure dell'Esercizio 7 (domini V da 4 a 6).
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Figura 10: Figure dell'Esercizio 7 (domini V da 7 a 10).
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Figura 11: Figure dell'Esercizio 7 (domini V da 11 a 13).
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Figura 12: Figure dell'Esercizio 7 (domini V da 14 a 16).
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Figura 13: Figure dell'Esercizio 7 (domini V da 17 a 19).
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Figura 14: Figure dell'Esercizio 7 (domini V da 20 a 22).
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Figura 15: Figure dell'Esercizio 7 (domini V da 23 a 25).
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Figura 16: Figure dell'Esercizio 8 (il dominio Vn si riferisce al dominio V dell'esercizio n-esimo; n =
1; : : : ; 3).
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Figura 17: Figure dell'Esercizio 8 (il dominio Vn si riferisce al dominio V dell'esercizio n-esimo; n =
4; : : : ; 6).
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Figura 18: Figure dell'Esercizio 8 (il dominio Vn si riferisce al dominio V dell'esercizio n-esimo; n =
7; : : : ; 9).
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Figura 19: Figure dell'Esercizio 8 (il dominio Vn si riferisce al dominio V dell'esercizio n-esimo; n =
10; : : : ; 12).
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Figura 20: Figure dell'Esercizio 10 (il dominio An si riferisce al dominio A dell'esercizio n-esimo;
n = 1; : : : ; 3).
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Figura 21: Figure dell'Esercizio 10 (il dominio An si riferisce al dominio A dell'esercizio n-esimo;
n = 4; : : : ; 6).
40
Figura 22: Figure dell'Esercizio 10 (il dominio An si riferisce al dominio A dell'esercizio n-esimo;
n = 7; : : : ; 9).
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Figura 23: Figure dell'Esercizio 10 (il dominio An si riferisce al dominio A dell'esercizio n-esimo;
n = 10; : : : ; 12).
